
 
 
 
 

 ي مشتق مفاهيم اوليه: 4-1
 

,A(aي    در شكل مقابل در نقطه     f (a))     روي نمودار تابع y f (x)   خط ،L     ايـم    را بر نمودار مماس كرده .
a) را نيز با مختصات   Bي    نقطه h, f (a h)) در شـكل،  (ايـم    روي نمودار در نظر گرفتهh     و اگـر ،

h   گاه    ، آنB    سمت چپ A  خط    شيب پاره ). گيرد   قرار ميAB     برابر اسـت بـا  :f (a h) f (a)
a h a
 
 

، و  

hواضح است وقتي كه           ي    ، با نزديك شدن نقطهB  ي     به نقطهA   خط ،AB     نيز به خط L   نزديـك 
به حد كسر فوق، كه برابـر شـيب خـط ممـاس             .  خواهد شد  Lسر بالا همان شيب خط      بنابراين حد ك  . شود  مي

xي   در نقطهfمشتق تابع  است،  aگويند  مي. 

xي     در يك همسايگي نقطه    fفرض كنيد تابع     :تعريف a    گـوييم     اگـر حـد زيـر وجـود داشـته باشـد، مـي             .  تعريف شده باشـدf   در x a 
x در fمشتق تابع «پذير است و مقدار حد را  مشتق a «ناميم مي. 

h

f (a h) f (a)f (a) lim h

  


 
 

  اگر قرار دهيد ):1(تذكّر x a h ،  وقتي h  داريم ، :x aصورت زير بازنويسي كنيم توانيم حد بالا را به  و مي: 

x a

f (x) f (a)f (a) lim x a

 


 

   ي      ودار تـابع، در نقطـه      شيب خط ممـاس بـر نم ـ       ):2(تذكّرA(a,f (a))       روي نمـودار تـابع y f (x)    برابـر f (a)  در حـالتي كـه     .  اسـت
f (a)  ، كه  با وجود آنf (a) موازي محور (اس وجود دارد و خطي عمودي ، خط مم)زيرا عددي حقيقي نيست( وجود نداردyاست) ها. 

 
 تر است؟ رو، مقدار مشتق بيش روبهدر كدام نقطه واقع بر منحني  ):  1 ( تست

 ). استRپذير در  منحني مربوط به يك تابع مشتق(
1 (A  2 (B 
3 (C  4 (D 
 

ددي منفـي و در  ، شـيب خـط ممـاس ع ـ   Dي  در نقطـه .  خط مماس بر منحني تقريباً افقي و مقدار مشتق برابر صفر اسـت         B و   A در نقاط    :حل
 . درست است)3(ي  بنابراين گزينه. تر است ، مقدار مشتق تابع بزرگCي  پس در نقطه. ، شيب خط مماس عددي مثبت استCي  نقطه

 

 :طرفه هاي يك مشتق 
هاي چـپ و راسـت را         توانيم مشتق   به اين ترتيب مي   . ، بايد حدهاي چپ و راست در آن نقطه موجود و برابر باشند            براي وجود داشتن حد در يك نقطه      

 :تعريف كنيم

 : چپ و راست تعريف مشتق
x در f، مشتق چپ تابع )در صورت وجود( تعريف شده باشد، مقدار حد زير را [b,a)ي  بازه در fاگر تابع  aناميم  مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a  

 

    


ــا  ي


 

x  درf مشتق راست   معين است،(a,c]ي  بازه كه در fهمين ترتيب براي تابع  به aشود  تعريف مي: 

h x a

f (a h) f (a) f (x) f (a)f (a) lim f (a) lim
h x a

ــا  ي
  

 

    


 

y

xa ha

A
(L)

B

y f (x)

f (a h)

B x

C
A

D

y
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x در f تابع :نتيجه aاگر و تنها اگر  پذير است،  مشتق f (a) و f (a)موجود و برابر باشند . 

. فرسـا اسـت   دست آوريم، ولي در بسياري از موارد، ايـن كـار طـولاني و طاقـت            توانيم مشتق توابع مختلف را به       استفاده از تعريف مشتق، مي    با  
البته در مـسائلي خـاص اسـتفاده از تعريـف           . ها اشاره خواهيم كرد     گيري توابع وجود دارد كه كمي جلوتر به آن          هايي براي مشتق    همين دليل فرمول    به
 :كنيد  را مشاهده ميها تر است كه چند نمونه از آن گيري ساده شتق براي مشتقم

xاختلاف بين مشتق چپ و راست تابع  ):  2 ( تست tan ( ) xxf (x)
x

1 1  
 



 
xي   در نقطه  كدام است؟  

1 ( 2 (
2 3 (4

3 4 (3
4 

 اولاً چون :حل
x
lim f (x)


  ــفر  كــران دار صـ


 و f ( )  ،  تابع f در x  حال داريم.  پيوسته است: 

tx x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)x x x
1 11

2  

 


  

      
  

  

fهمين ترتيب  به ( )
   2 و اختلاف دو مشتق ( )    2  . درست است1ي   بنابراين گزينه.شود  مي2

 

 .ها در همسايگي مورد نظر جزء صحيح و قدر مطلق را حذف كنيم  بهتر است ابتدا با نامساوي،در توابع شامل جزء صحيح يا قدر مطلق
 

fاگر  ):  3 ( تست (x) (x )[ x ]  2 3 f، حاصل 2 ( ) f ( )  2   كدام است؟2
 1) 4 1) 3 2) 2 صفر) 1

f چون :حل ( ) 2 داريم : 

x x x x

f (x) f ( ) f (x) (x )[ x ]f ( ) lim lim lim lim [ x ] [ ]
x x x   




   

         
  2 2 2 2

2 2 3 22 3 2 4 42 2 2 

: آوريم دست مي بههمين ترتيب  به
x

f ( ) lim [ x ] [ ]






    

2
2 3 2 4 f، بنابراين 3 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي   و گزينه1

 

fبراي تابع  ):  4 ( تست (x) | x | x 2 در x  كدام گزينه درست است؟ ، 
 ابرابرمشتق چپ و راست موجود و ن) 2 مشتق چپ و راست موجود و برابر) 1
 .مشتق راست موجود است، ولي مشتق چپ وجود ندارد) 4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد) 3

xدر همسايگي راست و چپ  :حل  نويسيم ي تابع و حدهاي متناظر را مي   جداگانه ضابطه: 

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim x
x 




 

       


2 2 2
 

   

x x

f (x) f ( )x : f (x) x x f ( ) lim lim ( x )x 




 

          


2 2 2
 

   

 . درست است2ي  ينهبنابراين گز
 

fاگر  ):  5 ( تست (x) | x | [ x ]  2 f، حاصل 34 ( ) f ( )  2   كدام است؟2
1 (4 2 (4 3 (68 4 (68 

xراست و چپ كوچك  ابتدا در همسايگي :حل   :نويسيم ي تابع را بدون جزء صحيح و قدر مطلق مي  ضابطه2
x : x x , x f (x) (x )[( ) ] (x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 9 4 
x : x x , x f (x) ( x )[( ) ] ( x )              2 3 2 22 2 4 8 4 8 8 4 

fي  حال مثلاً براي محاسبه ( )  : داريم2

x x x

f (x) f ( ) (x )f ( ) lim lim lim (x )
x x  

  

         
 

2

2 2 2

2 9 42 9 2 362 2 

: گيريم همين ترتيب نتيجه مي به
x

f ( ) lim (x )



   

2
2 8 2 f: ، بنابراين32 ( ) f ( )    2 2  . درست است4ي   و گزينه68
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x در fاگر تابع ) الف ):  1 ( ي مسأله aحاصل  پذير باشد،  مشتق 
h

f (a mh) f (a nh)lim
kh

  


يقي  اعداد حقm,n,k( را بيابيد 

 ).ثابت هستند

fاگر ) ب (a) و f (a) موجود باشند، حاصل 
h

f (a h) f (a h)lim
h

  2 3


 . را بيابيد

f با اضافه و كم كردن  ) الف: حل (a)در صورت كسر داريم  : 
h h

f (a mh) f (a) f (a nh) f (a)lim lim
kh kh

= جواب    
 

   


 
 

fتوانيم برحسب  صورت زير مي سر اول را به ك حدحال مثلاً (a)بيان كنيم : 
t mh

h h t

f (a mh) f (a) f (a mh) f (a) f (a t) f (a)m m mlim lim lim f (a)
kh k mh k t k



  

        
  

 

nهمين ترتيب كسر دوم برابر  به f (a)
k

شود و جواب نهايي برابر است با  مي :(m n)f (a)
k

. 

t اگر قرار دهيم)ب h k و2 h 3گاه داريم ، آن:t  و k  ) وقتيh  (صورت زير بازنويسي كنيم توانيم كسر را به ، و مي: 

h h h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a) f (a h) f (a)lim lim lim lim
h h h h

 جواب    
      

       
   


2 3 2 32 32 3   

 

t k

f (a t) f (a) f (a k) f (a)lim lim f (a) f (a)
t k   

 

        2 3 2 3
 

 

 :شود ها مفيد واقع مي گاه در حل تستي مفيدي است كه  نكته) الف(سمت ي ق نتيجه
 

x در fاگر تابع  :  نكته aپذير باشد، و   مشتقm ،n و k باشند، داريم سه عدد حقيقي: 

h

f (a mh) f (a nh) m nlim f (a)
kh k

    


 

 
xيك از كسرهاي زير وقتي  حد كدام ):  6 ( تست   برابر ،f (x)است؟  

1 (f (x x) f (x x)
x

    


2 2 (f (x) f (x x)
x

  


 

3 (f (x x) f (x x)
x

    


  4 (f (x x) f (x x)
x

    
2 

 :ي قبل داريم طبق نكته) 1(ي   در گزينه:حل

x

f (x x) f (x x) ( )lim f (x) f (x)
x 

         


2 2 1 31
 

fترتيـب      به 4 و   3،  2هاي     حاصل حدهاي گزينه   همين ترتيب   به. كند   تفاوتي در حد ايجاد نمي     x به   hدقت كنيد كه تغيير نام       (x)  ،f (x)2 
fو  (x)است4ي  بنابراين پاسخ تست گزينه. شود  مي . 

 

اگر  ):  2 ( ي مسأله
x x x

f (x)
x x x

   
  

2

2

3 1

3 6 1
، حاصل 

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 1 2

3
 .دست آوريد  را به

f با اضافه و كم كردن :حل (  : بنويسيمfهاي چپ و راست  توانيم حاصل كسر را برحسب مشتق  كسر مي در صورت1(

h h h h

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( )lim lim lim lim
h h h h

 جواب    
   

          


2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2 11 2

3 33 3 2   
 

tاگر قرار دهيم     h k و   2 h  h، وقتي   22   داريم  :t     و k        و حاصل حد اول f ( ) f و حاصل حد دوم      1 ( ) . شـود    مي 1

fبنابراين جواب نهايي برابر      ( ) f ( )  1 21 13 x در   fها با توجه به پيوستگي تابع         ي مشتق   براي محاسبه . شود   مي 3  تـوانيم از دو ضـابطه         مي 1

 :دانيم گيري مي هاي مشتق مشتق بگيريم، كه از فرمول
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x x

 جواب     
             

2 3 1 5 21 5 1 1 13 32 3 1
 




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 :ناپذيري پذيري و مشتق مشتق 
x در   fديديم كه تابع     a اگر حاصل     پذير است،    مشتق 

h

f (a h) f (a)lim
h

 


تـر نقـاطي را بررسـي     خواهيم كمي دقيق حال مي.  موجود باشد

 .ي زير دقت كنيد  ابتدا به قضيه.ناپذيري يك تابع را ها اين حد وجود ندارد، يا به عبارت ديگر نقاط مشتق كنيم كه در آن
 

x در fاگر تابع  :قضيه aگاه در  ، آن پذير باشد  مشتقx aپيوسته است  . 
x در fاگر تابع : به عبارت ديگر aگاه   پيوسته نباشد، آنf در x aپذير نيست  نيز مشتق. 

 

 مـثلاً تـابع   . ي بالا درسـت نيـست    دقت كنيد كه عكس قضيه  :تذكّرf (x) | x | در x      زيـرا  (پـذير نيـست     پيوسـته اسـت، ولـي مـشتق
f ( )  1 و f ( )  1.( 

 :ناپذيري يك تابع بايد گيريم كه براي پيدا كردن نقاط مشتق ي بالا نتيجه مي   از قضيه:نتيجه
 .ناپذيري هم هستند ي اين نقاط، نقاط مشتق همه.  نقاط ناپيوستگي را پيدا كنيم-1
fها تابع پيوسته است، ولي يكي از مقادير            نقاطي كه در آن    -2 (a)   و f (a)    طور نقاطي كه     همين. اند  ناپذيري   موجود نباشند، نقاط مشتق

fها  در آن (a) f (a)  . 
 .كه بفهميم چه نقاطي را بايد در شرط دوم بررسي كنيم، در ادامه نكاتي را بيان خواهيم كرد براي اين

 

اگر  ):  7 ( تست
x x

f (x)
x x

  
 

2 1




xگاه در  ، آن  كدام گزينه درست است؟  

 .مشتق چپ وجود دارد، ولي راست وجود ندارد) 2 .مشتق راست وجود دارد، ولي چپ وجود ندارد) 1
 .پذير است مشتق) 4 .مشتق چپ و راست وجود ندارد) 3

xتابع در با توجه به ضابطه اولاً  :حل  ولي مشتق راست نيز ندارد، زيرا. ناپذير است ته و بنابراين مشتق از چپ ناپيوس: 

x x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


1
  

   

 . درست است3ي  بنابراين گزينه
 

xكدام تابع در  ):  8 ( تست  ؟نيستپذير   پيوسته است، ولي مشتق 

1 (f (x) x [x] 2  2 (f (x) x | x | 

3 (x sin x
xf (x)

x

  
 

2 1 

 
 4 (f (x) | x | [x] 

| و   x2ي    هاي صفر كننده    به دليل عامل  ) 4(و  ) 1(ي    ها   توابع گزينه  :حل x x در   |   به وضـوح در     ) 2(ي    تابع گزينه . اند   پيوستهx     پيوسـته 
: داريم) 3(ي    است و براي تابع گزينه    

x
lim f (x) ــفر  كــران دار صـ


  


    پس در ،x    در  ) 4(ي    تابع گزينه .  پيوسته استx   پـذير     مشتق

 :نيست، زيرا

x

x x x

x

xf ( ) lim [x]
xf (x) f ( ) f (x) | x |f ( ) lim lim lim [x]

x x x xf ( ) lim [x]
x








  




             


1



  



 
  

 

xهاي ديگر در  شود توابع گزينه  ميهمين ترتيب ثابت به  پاسخ تست است4ي   بنابراين گزينه.پذير هستند  مشتق . 
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fكدام گزينه براي تابع  ):  9 ( تست (x) [cos x] درx    درست است؟2

 .لي مشتق راست نداردمشتق چپ دارد، و) 2 .مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندارد) 1
 .پذير است مشتق) 4 .نه مشتق راست دارد و نه مشتق چپ) 3

 :كنيم ار تابع را رسم ميدنمو :حل

xي  با توجه به نمودار در نقطه   ، تابع از چپ پيوسته2

 . چپ آن نيز صفر است است و مشتق
 . درست است2ي  بنابراين گزينه

 

 

در توابع    ):  3 ( ي مسأله
x x

f (x)
x x

   
 

2

3

1

1




 و   

x x
g(x)

x x

   


2

3

1 


x، مقادير مشتق چـپ و راسـت را در              

 .دست آوريد به
xي   در هر دو تابع بدون در نظر گرفتن نقطه:حل  ها مشتق بگيريم توانيم از ضابطه  مي: 

x x x x
f (x) , g (x)

x x x x

      
   

2 2

2 2

3 3

 

 
 

xي مشتق، شرط      دقت كنيد كه در ضابطه       ي اول توابع، به  در ضابطهx  ي مرزي  ولي در نقطه.  تغيير پيدا كرده استx    چه وضـعيتي 

 : داريمfبرقرار است؟ در تابع 
x x x

f (x) f ( ) f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

  

      


211
  

   

: آوريم دست مي به همين ترتيب به
x

xf ( ) lim
x


  

3


 در نتيجه ، :f ( ) f ( )      يا به بيان ديگر ،f ( )  . 

)g نيز با توجه بهgدر تابع )  1ي ، براي محاسبهg ( ) از همان روابط f ( ) گيريم كنيم و نتيجه مي  استفاده مي:g ( )  ولي براي ،g ( ) داريم : 

x x

g(x) g( ) xg ( ) lim limx x  
 

       


3 1 1
 

  
 

gپس  ( ) وجود ندارد ! 

fي    شويد كه براي محاسبه     اگر دقت كنيد متوجه مي    ) 3(ي   در مسأله  ( )    و f ( )  ي    توانستيم از همان دو ضابطه       ميf (x)   استفاده كنيم 
از حدهاي   (

x
lim x


2


 و   

x
lim x



23


gي     محاسبه ولي در ).  ( )  توانيم از      نمي
x
lim x



23


gي دوم     در ضابطه  ( (x) (  دقـت در    .استفاده كنـيم 

x در   fدهد كه     صورت سؤال نشان مي         پيوسته و g      ي    همين دليل در محاسبه      فقط از راست پيوسته است، بهf ( )    و g ( )  توانـستيم     مي
fهاي  از ضابطه  و gاستفاده كنيم . 

 

اي    در تابع دو ضابطه    :  نكته
g(x) x a

f (x)
h(x) x a


  

x در   f به شرط پيوسـتگي       a  ي    تـوانيم بـراي محاسـبه       ، مـيf (a)  و 

f (a)ها وقتي   از حد مشتق ضابطهx aاستفاده كنيم . 
 

 پيوستگي راست :تذكّر f در x a براي f (a) و پيوستگي چپ آن براي f (a)كافي است . 

xدر تابع  ):  10 ( تست x xf (x)
ax b x

   
 

2 2 1
1

f، اگر  ( )   كدام است؟b موجود باشد، 1

1 (2 2 (1 3 (1) 4 صفر 
x در fاز پيوستگي  :حل  a: گيريم  نتيجه مي1 b a b      1 2  :م، حال با فرض پيوستگي داري1

f ( ) f ( ) a bx x
f (x) a a b

a x
                

1 1 12 2 1
2 1 2 1

1
 

 . درست است2ي  بنابراين گزينه





1


2

3
2 x

y [cos x]

1


2

3
2

x

y cos x
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 .پردازيم حال به بررسي نقاط ديگر مي. ناپذيري يك تابع هستند ي نقاط مشتق ديديم كه نقاط ناپيوستگي اولين دسته
 :ايم، دقت كنيد ي زير كه معادل آن را در بخش حد و پيوستگي نيز بيان كرده ابتدا به قضيه

 

x در   g و   f اگر توابع    -1  :قضيه a گاه    پذير باشند، آن     مشتقf g  ،fg   و f
g)    به شرطg(a)   (  در  نيزx a پـذير     مشتق

 .خواهند بود
x در f اگر -2  aپذير و   مشتقg در x f (a)گاه تابع  آن  پذير باشند،  مشتقgof نيز در x aپذير است  مشتق. 
 

P(x)يعني  (اي، توابع گويا      گيريم توابع چند جمله     با استفاده از اين قضيه نتيجه مي      
Q(x)   كه P   و Q   توابع مثلثاتي و جمع، تفريق،      )اند  اي   دو چند جمله ،

 توابـع  -2 توابع اصم، -1ناپذيري در سه دسته از توابع ظاهر مي شوند،  معمولاً نقاط مشتق. پذيرند  مشتق ي خود   دامنهضرب و تقسيم چنين توابعي در       
 . توابع شامل جزء صحيح-3شامل قدر مطلق و 

 

 ناپذيري در توابع اصم مشتق :  نكته
nf  تابع -1 (x) x) n N  ،n  xي     هاي فرد تنها در نقطه     nبراي  ) 2    ناپذير است و بـراي         مشتقn   ،هـاي زوج

xنقاط   شوند ي آن حذف مي  نيز از دامنه. 
ng(x)ع   تاب -2 f (x)     كه در آن f   هاي    ا ممكن است در ريشه    هاي است، تن     يك چند جملهf البته براي  . ناپذير باشد    مشتق
n   تر، اگر     قيقبه بيان د  . ي دامنه نيز در نظر گرفته شود        هاي زوج بايد محدودهx a مكـرر     سـاده يـا    ي   ريشه f   ي    از مرتبـه

m باشد، و mتكرار  n تابع ،g در x aناپذير است  مشتق. 
 

 كّرتذ: x a ي مكرر    ريشهf  ي تكرار    از مرتبهm    است، اگر mf (x) (x a) h(x)     كـه x a  ي     ريـشهh  مثـال در    بـراي .  نيـست 
f (x) x(x ) (x )  2 31 x، عدد1  ي ي ساده   ريشهfاست، ولي x  x و1  1هاي مكرر  ريشهfهستند3 و 2ي تكرار   از مرتبه . 

g(x) تابع   :مثال x (x ) (x )  4 23 1 x در نقاط    2  x و   1  2 ولي در   . ناپذير است    مشتقx    ي عبارت زير راديكال     كه ريشه    با آن
xي تكرار     باشد، زيرا درجه    پذير مي   است، مشتق     است و    4ي     از مرتبه 4  3 است كـه هـر دو از     1 و   2ي ديگر،      ريشه 2ي تكرار     ولي درجه . 3

x براي مثلاً. ترند كم   : داريم1

x x x

x (x ) (x )g(x) g( ) g(x)g ( ) lim lim limx x x  
  

    
  

4 23

1 1 1

1 211 1 1 1 

x

x (x )
lim g ( )

x
 وجود نــدارد

 


     


43 3

31

2 3 1
1 

 
 

 ناپذيري در توابع شامل قدر مطلق مشتق :  نكته
fاگر   (x) | g(x) |   تابع  وg   در x a پذير باشد،      مشتقf     در صورتي در x a ناپذير است كه       مشتقx a  ي    ريـشه
 . باشدgي  ساده

 

 كه  ي آن برا:تذكّرx aي  ي ساده  ريشهg باشد، بايد g(a)   ولي ،g (a)  . 

 در حالت خاصي كه :تذكّر gاي باشد، بايد   چند جملهg(x) (x a)h(x) كه  وري طh(a)  . 
f تابع   :مثال (x) | x (x ) (x ) |  4 31 xي     تنها در نقطه   2  2 عبـارت داخـل قـدر مطلـق اسـت         ي    ي ساده   ناپذير است، زيرا ريشه      مشتق .
xهاي  ريشه   و x   .كنند ناپذيري را مشخص نمي  هستند، نقاط مشتق1تر از  ي تكرار بيش اي مكرر از درجهه  چون ريشه1

ناپذيري تابع  نقاط مشتق ):  4 ( ي مسأله
| (x )(x ) | | x |

f (x) (x )(x )
| x |(x )

   


   
 



2

2 23

1 2 3

16 3 37

 .دست آوريد  را به

xي  ي اول در نقطه     ضابطه :حـل   1يعني (ي ضابطه   در محدودهكه) ي عبارت داخل قدر مطلق ي ساده ريشه(ناپذير است   مشتق| x | قرار ) 3
xي دوم در نقاط       ضابطه. دارد  4 ناپذير است كه نقاط       مشتقx  4  تنهـا بايـد نقـاط مـرزي         . ي ضابطه قـرار دارنـد        در محدودهx  3  را 

 :اند از  عبارتfناپذيري تابع  بنابراين طول نقاط مشتق. وضوح تابع در اين نقاط ناپيوسته است  كه بهبررسي كنيم
{ , , , , }4 3 1 3 4   


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 ي    سأله نقطـه  مثلاً در اين م ـ   . شود  ي تابع مطرح مي     ناپذيري فقط در نقاط دامنه      پذيري و مشتق     همانند بحث پيوستگي، مشتق    :تذكّرx  7  را 
 .ي تابع نيست پذيري محسوب كنيم، چون اصلاً در دامنهنا نبايد جزء نقاط مشتق

fاگر تابع  ):  11 ( تست (x) ( x ax b) | (x )(x ) |    22 1   كدام است؟aپذير باشد،   مشتقR در 2
1 (3 2 (3 3 (6 4 (6 

xي قبل، بايد       طبق نكته  :حل  x و   1  xهـاي     ي عبارت نباشند، در نتيجه بايد هر دو ريشه          ي ساده    ريشه 2 ax b 22  يعنـي ايـن    .  باشـند
x)صورت  عبارت به )(x ) 2 1  : قابل نوشتن است، در نتيجه2

x ax b (x )(x ) x ax b x x a , b              2 2 22 2 1 2 2 2 6 4 6 4 
 . درست است)4(ي  بنابراين گزينه

 
 ناپذيري در توابع شامل جزء صحيح مشتق :  نكته

yتابع   [f (x)]      و در نقـاط ديگـر ناپيوسـته و          )با مشتقي برابر صفر   (پذير نيز هست      ست، مشتق  در تمام نقاطي كه پيوسته ا ،
 .ناپذير است مشتق

 

yدر نقاطي كه تابع     : ي بالا واضح است     مفهوم نكته  [f (x)]    بـا  (پـذير   خطي افقي تـشكيل شـده، بنـابراين مـشتق       پيوسته است، نمودار آن از پاره
 .اشدب مي) مشتقي برابر صفر

 :ناپذيري انواع نقاط مشتق 
هـا    يعني نقاطي كه تـابع در آن      (ناپذيري را     ولي نقاط ديگر مشتق   . ناپذيري يك تابع، همان نقاط ناپيوستگي هستند        ي اول نقاط مشتق     ديديم كه دسته  

 : كنيمي زير تقسيم توانيم به سه دسته مي) پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق
x نقاطي كه مانند     :دار   نقاط زاويه  -1 a  ها     در آنf       حـداقل يكـي از دو مقـدار          پيوسـته اسـت وf (a) و f (a)     موجـود اسـت، ولـي تـابع 

 .ناپذير است مشتق
 .دهند مماس از چپ و راست بر نمودار تابع رسم كنيم كه با هم يك زاويه تشكيل مي م دو نيمتواني در اين نقاط مي

f تابع :مثال (x) | x |ي   در نقطهx  دار دارد، زيرا ي زاويه  يك نقطه: 
f ( ) , f ( )    1 1  

 

 : به دو نمودار مقابل نيز دقت كنيد

 
x نقاطي مانند    : نقاط بازگشت  -2 a   ها     كه در آنf     پيوسته است و f (a)   و f (a)   يعنـي  (هاي مختلف     اند، ولي با علامت      هر دو نامتناهي

f (a)   و f (a)  يا بر عكس .( 

f تابع  :مثـال  (x) (x )  23 xي   در نقطـه 1  fي بازگـشت دارد، زيـرا     نقطـه 1 ( )  1 و 
f ( )  1 .به نمودار تابع دقت كنيد: 

 

 :رو دقت كنيد دار روبه به نموچنين  هم
 
 
 

x نقاطي مانند    : نقاط عطف قائم   -3 a   ها     كه در آنf     پيوسته است و f (a) f (a)     
fيا  (a) f (a)    . 

f تابع   :مثال (x) x 3 xي     در نقطه  2  : داريـم . به نمودار تـابع دقـت كنيـد   .  عطف قائم دارد  2
f ( )  2 و f ( )  2. 

x

y

a

f (a)
f (a)




  
  

x

y

a

f (a)
f (a)

 عـــدد حقيقـــي



 
  

x

y

x

y

1

x

y

af (a)
f (a)




  
   

x

y

2



 
 
 
 
 
 

 اي هاي چهارگزينه پرسش
 

 رو باشد، كدام گزينه درست است؟  به شكل روبهfاگر نمودار تابع  -1

1 (
f (a)
f (a)




  
   

  2 (
f (a)
f (a)




  
   

 

3 (
f (a)
f (a)




  
   

  4 (
f (a)
f (a)




  
   

 

,a)ي  بازهرو در  ع روبهنمودار تاب -2 b) در چند نقطه از نقاط ixناپذير است؟  مشتق 
1 (2 
2 (3 
3 (4 
4 (5 

3- f تابعي فرد است و f ( ) 1 f و 2 ( ) 1 fمقدار . 1 ( ) 1كدام است؟  
1 (1 2 (2 3 (1 4 (2 

f يك تابع زوج باشد، با فرض fاگر  -4 ( ) 1 f و 1 ( ) 1 f، مقدار 2 ( ) 1كدام است؟  
1 (2 2 (2 3 (1 4 (1 

y روي منحنيh2 و2هاي دو نقطه به طول -5 xدو نقطه، وقتيي خط گذرنده بر  مقدار حد ضريب زاويه. اند  مفروضh  كدام است؟ ، 

1 (2 2 (2 3 (2
4 4 (2 2 

y هموار  را از نمودار تابعx و 2هاي  طول شيب وتري كه دو نقطه به  -6 f (x)كند، برابر  هم وصل مي  بهx x 2 2 شيب مماس بـر  .  است4
  كدام است؟2طول  ي به ا منحني در نقطه

1 (4 2 (6 3 (8 4 (12 

در تابع  -7
x xf (x) x
| x | x

    
  

3 1 11
1

f، حاصل  ( ) 2كدام است؟  

1 (3 2 (1 3 (1 4 (3 

در تابع  -8
x x

f (x) x x
x

2
2

2
2

   
 




f، مقدار  ( ) كدام است؟  

1 (2 2 (4 3 (4 4 (وجود ندارد. 

fاگر مشتق چپ تابع  -9 (x) ax x 2 41
x در 2   برابر 1،مقدار باشد  aكدام است؟  

1 (2 2 (2 3 (1 4 (4 

اگر مشتق چپ تابع  -10
ax tan ( ) xf (x) x

x

1 1  
 



 
xي   در نقطه  مقدار باشد،2ابر  بر  aكدام است؟  

1 (4 2 (4 3 (1
2 4 ( 1

2 

y

xa

y

x
a x1 x2 x3 x4 x5 b

www.riazisara.ir
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fمشتق راست تابع  -11 (x) x   21 xي   در نقطه1  كدام است؟  

1 ( 2 2 ( 2
2 3 (2

2 4 (2 

fنمودار تابع  -12 (x) x   21 x در همسايگي 1  كدام شكل است؟  به  

1 (

 

2 (

 

3 (

 

4(

 

 

fمقدار مشتق تابع  -13 (x) | x tan x |1ي   در نقطهx  كدام است؟  
 .دوجود ندار) 1 4) 3 صفر) 2 1) 1

g(x)اگر  -14 [x]sin x مقدار ،g ( )   كدام است؟2

1 ( 2 (وجود ندارد) 4 1) 3 صفر. 

xfمشتق تابع  -15 (x) x [ ]  xي   در نقطه2 k 2 1 (k Z)كدام است؟  

1 (k2 2 (k 2  .وجود ندارد) 4 1) 3 1

fدر تابع  -16 (x) [x]sin x  حاصل ،f ( )   كدام است؟2
1 (2 2 ( 2 3 (وجود ندارد) 4 صفر. 

fدر تابع  -17 (x) [ x] | x |  3 x، مجموع مشتق چپ و راست در 8    كدام است؟2
1 (8 2(  8 3 (12 4 (12 

fمشتق چپ تابع  -18 (x) x [ x ] | x |   2 2 2 xي   در نقطه1  1چقدر است؟  
 2) 4 2) 3 صفر) 2 . نيستموجود) 1

fدر تابع  -19 (x) (x a)[ x]   كه ،a N،حاصل   يك عدد ثابت است f (a) f (a)  كدام است؟  
1 (a 2 1 2 (a 2 1 3 (a2 4 (a 2 1 

fاگر  -20 (x) (x x)([x] [ x])   2 f، حاصل 2 ( )   كدام است؟2
 1 4 (2) 3 صفر) 2 .وجود ندارد) 1

fمشتق راست تابع  -21 (x) [sin x cos x]  در x  3
  كدام است؟4

1 (1 2( وجود ندارد) 4 1) 3  صفر. 

fاگر مشتق راست تابع  -22 (x) a | cos x sin x |  در x  4 باشد، 1 برابر aكدام است؟  

1 (2 2(   2 3 (2
2 4 ( 2

2 

fكدام گزينه مشتق تابع  -23 (x) sin x x را در 2   كند؟  بيان مي2

1 (
h

sin( h)lim
h

 


 2 (
h

sin( h)lim h

 2


 3 (
h

sin( h) sinhlim
h

  
2 2

 4 (
h

sin x sin hlim
h


2

2 2

2

 

x در fاگر تابع  -24   حاصل  پذير باشد،  مشتق1
x

f (x) f ( )lim
x


1

1
1

  كدام است؟

1 (f ( ) 1 2 (f ( )2 f) 4 صفر) 3 1 ( )1 12 

y

x

y

x

y

x

y

x

*
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x در fاگر تابع  -25  پذير باشد، حاصل   مشتق2
x

f (x) f ( )lim
x


22

2
4

  كدام است؟

1 (f ( )1 24 2 (f ( )1 22 3 (f ( )1  صفر) 4 28

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -26
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


، مقدار 

h

f (x ) f (x h)lim h

  2 


  كدام است؟

1 (4 2 (4 3 (2 4 (2 

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -27
h

f (x h) f (x )lim
h

 
 2 


گاه حاصل  ، آن

h

f (x ) f (x h)lim
h

  


  كدام است؟

1 (2  2 (2 
3 (f (x )2    4 (ناپذيري  پذيري يا مشتق به مشتقfي   در نقطهx x بستگي دارد . 

x در fهرگاه تابع  -28 x پذير باشد، حاصل   مشتق
n
lim n(f (x ) f (x ))

n n
  1 1

 كدام است؟  (n N) 

1 (f (x )1
2  2(  f (x )  3 (f (x )2   4 (f (x )  

:  داشته باشيمfاگر براي تابع  -29
h

f (x h) f (x h)lim x
h

  


2 4 23
 حاصل ،

h

f ( h) f ( h)lim
h h

  
2

2 2
3 2

  كدام است؟

1 (1 2 (2 3(  2
2 4 (2 

xfاگر  -30 (x) sin( ) ، حاصل 4
x

f ( x)lim
x 

  


2 1


  كدام است؟

1 ( 4 2 (  ) 4  صفر )3 2

fاگر  -31 (x) xگاه حاصل  ، آن
h

f ( h) f ( )lim
h

 3 34 4


 ست؟ كدام ا

1 (3 2 (6 3 (1
4 4(  9 

اگر  -32
x x

f (x)
x x

   
 

4

2

1 1

1 1
، حاصل 

h

f ( h) f ( )lim
h

 1 1


  كدام است؟

 .وجود ندارد) 4 1) 3 4) 2 2) 1

در تابع  -33
x x

f (x)
x x

   
 

2

1 2

3 2
، حاصل 

h

f ( h)lim
h

 2 1


  كدام است؟

1 (1
2 2 ( 1

 .وجود ندارد) 4 4) 3 2

اگر  -34
x xxf (x)

x xx

   
     



5 3 1

5 1 2 12

  حاصل، در اين صورت
h

f ( ) f (h )lim h

  1 1


  كدام است؟

1 (8 2 (8 3 (17 4 (17 

fاگر  -35 (x) x  گاه حاصل   آن ،4
x

f ( x) f ( x)lim
x 

  


2


  كدام است؟

1 ( 1
4 2 (1

4 3 (1
2 4 ( 1

2 
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xبا فرض  -36 x xf (x)
x x

   
 

23 2
2 6 2

 حاصل  ،
h

f ( h) f ( h)lim
h

  2 3 2 2


  كدام است؟

1 (28 2 (10 3 (16 4 (17 

fبراي تابع  -37 (x) | x | حاصل ،
h

f ( ) f ( | h |)lim
| h |

   2 2


  كدام است؟

1 (1 2 ( 2 3 (1 4 ( 2 

fبا فرض  -38 (x) | x | x  ، حاصل 4
h

f ( h) f ( h)lim
h

 2 3


  كدام است؟

1 (10 2 (10 3 (2 4 (2 

اگر  -39
x x x

f (x)
x x

   
 

2

3

3 1

3 1
، حاصل 

h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

2
1 2 1


  كدام است؟

1 (5 2 (4 3 (7 4 (6 

x در f اگر تابع -40  پذير باشد، حاصل   مشتق2
x

xf ( ) f (x)lim
x


2

2 2
  كدام است؟2

1 (f ( ) f ( )2 2 2 (f ( ) f ( )2 2  صفر) 4 1) 3  2

حاصل  -41
h

( h) ( h)lim
h

   21 2 1 3


  كدام است؟

1 (4 2 (4 3 (3 4 (3 

 عبارت -42
x

x xlim
x

 


3

1

2
x براي بيان مشتق چند تابع در 1   كار رود؟ تواند به  مي1

 شمار تابع بي) 2  فقط يك تابع) 1
 .مربوط به مشتق نيست) 4  هيچ تابع) 3

xي   در نقطهfمشتق تابع  -43  صورت   به2
h

( h) k( h) klim
h

    


22 2 2 2 8 12


  كدام است؟kمقدار .  بيان شده است

1 (2 2 (3 3 (4 4 (6 

اگر  -44
x x

f (x)
x x

  


2

3

1

1
، حاصل 

n
lim n (f ( ) f ( ))

n
 2

2
11 n)  كدام است؟1 N) 

 .وجود ندارد) 4 صفر) 3 3) 2 2) 1

، تابع b و aبراي كدام مقدار  -45
ax bx x

f (x)
x x a x

   
  

2

2

2

2
xي   در نقطه   پذير است؟  از راست مشتق2

1 (a b   1 2 (a b  1 3 ( هيچ مقدارa و b 4 ( هر مقدارa و b 

اگر تابع  -46
ax x

f (x)
bx x x

  
 

2

3

1

2 1
xي   در نقطه  aر مقداپذير باشد،   مشتق1 bكدام است؟  

1 (6 2 (4 3 (6 4 (4 

axاگر تابع  -47 x b | x |f (x)
| x | | x |

    
 

2 2
2 2

x در   aمقدار پذير باشد،   مشتق2 bبرابر است با : 

1 (1
4 2 ( 1

4 3 (1
 صفر) 4 2
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، تابع aي مقادير  ازاي كدام مجموعه به -48
ax x

f (x)
x a x

  
 

2

5 1

1
 پذير است؟  مشتقR در 

1 ({ , }2 2 2 ({ }2 3 ({ }2 4 ( 

 ناپذير است؟ ي مقابل در چند نقطه ناپيوسته و در چند نقطه مشتق  با ضابطهfتابع  -49
 ناپذير يك نقطه ناپيوسته و دو نقطه مشتق) 1
 ناپذير ه و دو نقطه مشتقدو نقطه ناپيوست) 2
 ناپذير يك نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق) 3
 ناپذير دو نقطه ناپيوسته و سه نقطه مشتق) 4

اگر تابع  -50
ax b x

f (x)
x x

  
   

1
3 3 1

] ي بازه، در  , ) 3مقدار   پذير باشد،  مشتقbكدام است؟  

1 (5
4 2 (3

4 3 (7
 .وجود ندارد  )4 4

تابع  -51
cos x x

f (x) x x
x x

 
  
 

1
2





 كدام گزاره درست است؟.  مفروض است

1 (f در x  2 .رد مشتق راست دارد، ولي مشتق چپ ندا (f در x  راست ندارد  ولي مشتق  چپ دارد،  مشتق . 
3 (f در x  4 . نه مشتق راست دارد، نه مشتق چپ (f در x  پذير است  مشتق. 

تابع  -52
x | x | x

f (x)
x x

 





xي  در نقطه.  مفروض است  ي اين تابع درست است؟  كدام گزينه درباره 

 .فقط مشتق راست دارد) 2  .پذير است مشتق) 1
 . چپ و راست نابرابر دارد مشتق) 4  .فقط مشتق چپ دارد) 3

توابع  -53
(x )sin x

xf (x)
x

    
 

11 11
1

 و 
(x ) sin x

xg(x)
x

    
 

2 11 11
1

xي   در نقطه    چه وضعيتي دارند؟1

 ناپذير هر دو مشتق) 2  پذير  هر دو مشتق) 1
3 (fپذير و   مشتقg4  ناپذير  مشتق (f ناپذير و  مشتقgپذير  مشتق 

fتابع  -54 (x) | x |[x] 1ي   در نقطهx  1 ……… 
 . چپ و راست نابرابر دارد مشتق) 4 .حد ندارد) 3 .پذير است مشتق) 2 .پيوسته نيست، ولي حد دارد) 1

xكدام تابع در  -55  ناپذير است؟  مشتق 

1 (f (x) x | x | 3 2 2 (f (x) x x 3 3 (f (x) x | x | 4 (f (x) x(x | x |)  

f تابع aازاي كدام مقدار  به -56 (x) x | x | a | x |   1 x در 1   پذير است؟  مشتق1
1 (a  1 2 (a   3 (a  1 4 (ي مقادير همه 

xيك از توابع زير در  كدام -57  2پذير است؟  مشتق 

1 (f (x) x x  2
1 4 4  2 (f (x) (x )[x] 2 2 

3 (f (x) | x |(x )  3 2 2  4 (f (x) (x )  23
4 2 

fاگر تابع  -58 (x) | x x m |  2 در Rپذير باشد، حدود   مشتقm است؟ كدام 

1 (m  1
4 2 (m  1

4 3 (m  1
4 4 (m  1

8 

mfاگر تابع  -59 (x) (x ) [x]  x در 2    باشد؟تواند نمي كدام عدد mپذير باشد،   مشتق2
1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

x
x x

f (x) x x

x x


       
  

2

1
1 1

2 2 1 2

2 2



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nfاگر تابع  -60 (x) (x ) [x ]  1 x در 1  n) تواند باشد؟  كدام عدد ميn مشتقي مخالف صفر داشته باشد، 1 N) 
 nهيچ مقدار ) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fتابع  -61 (x) (x ax b)[ x ]   2 2 x در 1    كدام است؟bمقدار . پذير است تق مش1
1 (1 2 (2 3 (4 4 (4 

fاگر  -62 (x) (x ax b)[x]  3 در x  2مقدار پذير باشد،   مشتقa bكدام است؟  
1 (2 2 (2 3(  4 4 (4 

fتابع  -63 (x) [sin x] x در 3   … 
 .پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق) 4 .فقط مشتق چپ دارد) 3 .فقط مشتق راست دارد) 2 .پذير است مشتق) 1

fي  تابع با ضابطه -64 (x) x[sin x]ي  ازه روي ب( , )   كدام وضعيت را دارد؟2

 ناپذير  مشتق-ناپيوسته) 4 ناپذير  مشتق-پيوسته) 3 پذير  مشتق-ناپيوسته) 2 پذير  مشتق-پيوسته) 1

fي تابع  كدام گزينه درباره -65 (x) [| x |] در x  درست است؟  
 .فقط مشتق راست دارد) 2  .پذير نيست ما مشتق پيوسته است، ا)1
 .پذير است مشتق) 4  .فقط مشتق چپ دارد) 3

fدر كدام تابع شرايط  -66 ( )   و f ( )  برقرار است؟  

1 (f (x) x3 2 (f (x) x3  3 (f (x) x3 2 4 (f (x) x3 2  

fبراي تابع  -67 (x) x x  3 3 3 )A، نقاط 2 , )1  و B( , )2 ترتيب كدام عنوان را دارند؟  به 
 بازگشت و بازگشت) 4 بازگشت و عطف) 3 عطف و بازگشت) 2 عطف و عطف) 1

fتابع  -68 (x) (x ) 
2

2  ناپذير است؟ ش مشتق ا  در چند نقطه از دامنه34
 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

تابع  -69
x x

f (x) x
x x

   
 

2

2

3

3 1
4




 ناپذير است؟ اش مشتق  در چند نقطه از دامنه

 چهار نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

xي  تابع با ضابطه -70 | x |f (x)
| x | | x |

   
 

21 1
1 1

 ؟نيستپذير  سته است، ولي مشتق در چند نقطه پيو

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

|تابع  -71 x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2

 ؟نيستپذير   در چند نقطه مشتق

1 (1 2 (4 3 (2 4 (3 

تابع  -72

| x | x
xf (x)

| x | x
x

     


1 12
1 12

 ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق

1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

تابع  -73
(x )(x ) x

f (x)
| (x )(x ) | x

    
   

33

2

1 1

1 2




 ؟نيستپذير  طه مشتق در چند نق

1 (2 2 (3 3 (4 4 (5 

*
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fنمودار تابع  -74 (x) | x | | x x x |   3 3  دار است؟  در چند نقطه زاويه22

 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

yتابع  -75 | x x |  3  ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق1

 صفر نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

fاگر نمودار تابع  -76 (x) | x x ax |  3 a) كدام است؟ a  مقداردار داشته باشد، ي زاويه  فقط يك نقطه22 )  

1 (| a | 1 2 (| a | 1 3 (| a | 1 4 (a  1 

fتابع  -77 (x) (x )| x | (x ax bx c)     4 23 1 aحاصل . پذير است  مشتقR در 1 b c 2   كدام است؟3

 صفر) 2  1) 1
3 (1  4 ( هيچ مقداري برايa ،b و cوجود ندارد . 

fتابع  -78 (x) | x | x || 2  ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق2

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fتابع  -79 (x) [ x] ) ي بازه در 5 , )4؟نيستپذير   در چند نقطه مشتق 

1 (10 2 (8 3 (6 4 (4 

yتابع  -80 | sin x | 1ي هبازاش در   در چند نقطه از دامنه( , )  2  ناپذير است؟ مشتق 2

 صفر نقطه) 4 سه نقطه) 3 دو نقطه) 2 يك نقطه) 1

fاگر  -81 (x) | tan x cot x | گاه تابع  ، آنfي   در بازه( , )ناپذير است؟  مشتق در چند نقطه 

 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

fناپذيري تابع  تعداد نقاط مشتق  -82 (x) || x | | 1 بر روي R  85 -سراسري(  كدام است؟( 

1 ( 2 (1 3 (2 4 (3 

yي  تابع با ضابطه -83 x x  )87 -سراسري( پذيري در صفر چگونه است؟  تگي و مشتق    از نظر پيوس2

 .پذير نيست پيوسته است، ولي مشتق) 2  .پذير است پيوسته و مشتق) 1
 .پذير است فقط از راست پيوسته و از راست مشتق) 4  .پذير نه پيوسته است و نه مشتق) 3

تابع  -84
x x Q

f (x)
x R Q

2  
 

 )88 -سري سرا( پذير است؟    در چند نقطه مشتق 

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

fي  مشتق چپ تابع با ضابطه  -85 (x) x   21 xي  ، در نقطه1    89 -سراسري(  كدام است؟( 

1 (2
2 2 ( 2 3 ( 2

2 4 (2 

fي  تابع با ضابطه -86 (x) | x | 1ي   در نقطهx   مقدار   .  مشتق نداردf ( ) f ( )     85 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟( 

1 (1- 2 (1
 تعريف نشده) 4 1) 3 2

fي  نمودار تابع با ضابطه -87 (x) [x ] [x]  1
)ي   روي بازه3 , )3 86 -سراسري خارج از كشور ( ؟ نيستپذير     در چند نقطه مشتق( 

1 (2 2 (3 3 (4 4 (5 

fاگر  -88 (x) | x | 1 ي  پذيري تابع با ضابطهنا ، تعداد نقاط مشتقy f (f (x))  88 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟( 

 صفر) 4 3) 3 2) 2 1) 1

*

*
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ي   با ضابطهfتابع  -89
x xxf (x)

ax bx x


 

  
2

2 1

1
 )89 -سراسري خارج از كشور (  كدام است؟  bمقدار   . پذير است    مشتقR، بر روي 

1 (2- 2 (1- 3( 3 4 (5 

x در  تابعكدام  -90   )86 -آزاد( پذير است؟   مشتق 1

1 (y [(x ) ]  31 2 (y (x )[ x ]  31 1 3 (y [ (x ) ]  23 1 4 (y x [(x ) ]   33 1 1 

در تابع  -91
x | x |

y
x | x |

  
 

3

2

1

2 1 1
، حاصل 

x

f ( x)lim
x 

  


1 1


 )86 -آزاد(  چقدر است؟ 

1 (3 2 (3 3 (4 4 (4 

fدر تابع  -92 (x) | x | | x |   1 3 ، حاصل 2
h

f ( h ) f ( h )lim
h

   2 2

2
1 2 4


 )86 -آزاد(  كدام است؟  

1 (7 2 (7 3 (1 4 (2 

|براي تابع  -93 x |f (x)
| x |

1 1
1

 



، حاصل 

x

f ( x) f ( )lim
x 

  


1 2 1


 )87 -آزاد(  چقدر است؟ 

1 (3
4 2 (3

2 3 ( 3
4 4 ( 3

2 

yتابع  -94 (x x ax b)[x]   3 x در 23  aمقدار   . پذير است    مشتق2 b 90 -آزاد (  كدام است؟( 
1 (52 2 (52- 3 (4- 4 (4 
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 هاي تشريحي پاسخ
 
 
 .به شيب خطوط مماس بر نمودار تابع دقت كنيد  )2( ي گزينه  -1
ي   دار و نقطـه     ي زاويه    نقطه x3ي    اند، نقطه    نقاط ناپيوستگي  x5 و   x2نقاط  . ناپذير است    مشتق x5 و   x2  ،x3  ،x4تابع در نقاط      )3( ي گزينه  -2

x4استي بازگشت ، نقطه . 
fوقتـي   . دانيم نمودار توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن است           مي  )2( ي گزينه  -3 ( ) 1 f و   2 ( ) 1 1 ،

x طـول  ي بـه   در راست و چپ نمودار در نقطه1 و 2هاي  مماس به شيب  توانيم دو نيم    مطابق شكل مي     روي آن 1
ايـم كـه وضـعيت نمـودار تـابع در             ها نسبت به مبدأ مختـصات را نيـز رسـم كـرده              مماس  ي اين نيم    قرينه. رسم كنيم 
x  1مطابق شكل داريم. دهند  را نشان مي :f ( )  1 f و 2 ( )  1 1. 

 
fاز فرض   )  1( ي گزينه  -4 ( ) 1 f و   1 ( ) 1 xي    گيريم در نقطه     نتيجه مي  2  مماس بـا     توانيم دو نيم     مي 1

 yآن نسبت به محـور       تابعي زوج است، نمودار      fچون  .  از راست و چپ بر نمودار تابع رسم كنيم         2 و   1هاي    شيب
 :ها متقارن است، پس مطابق شكل داريم

f ( ) , f ( )       1 2 1 1 
 

fاگر قرار دهيم     )3( ي گزينه  -5 (x) x دو نقطه ،( , f ( ))2 ) و 2 h,f ( h)) 2 ها بـا كـسر     آني خط گذرنده از  هستند و ضريب زاويه2
f ( h) f ( )

h
 
 

2 2
2 پس با . شود  بيان مي2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

  2 2 2


1:  كار داريم كه برابر است با 2
42 2

. 

)Aي  شــيب خــط گذرنــده از دو نقطــه  )4( ي گزينه  -6 ,f ( ))2 B(x,f و 2 (x))برابــر اســت بــا  :f (x) f ( )
x



2
: پــس طبــق فــرض داريــم. 2

f (x) f ( ) x x
x


  


22 2 fخواهيم   و مي42 ( )  : را بيابيم2

x x

f (x) f ( )f ( ) lim lim(x x )
x 

     


2
2 2

22 2 4 122 

fي  براي محاسبه  )1( ي گزينه  -7 ( ) 2ي اول تابع استفاده كنيم  بايد از ضابطه: 
(x )(x x )xf (x) x x

x x

23
21 11 11 1

      
 

 

f (x) x f ( )2 1 2 4 1 3           
 :كنيم از  تعريف مشتق استفاده مي  )3( ي گزينه  -8

x x x x

x x
f (x) f ( ) xx x x xf ( ) lim lim lim lim

x x x ( x ) x   


          
 

2

22 2

2

2 42
4 42 2 412 1   

  

fدانيم،  مي  )4( ي گزينه  -9 (x) | x | a x21
2  كه  با توجه به آن، حالf ( )  داريم ،: 

x x x

f (x) f ( ) f (x) x a xf ( ) lim lim lim a
x x x

21 1
2 2  

  

       
  

  

a a    1 42 

x

y

1
1

A

A

B

A

C

A

A

A

11
x

y B
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 :كنيم از تعريف مشتق استفاده مي  )2( ي گزينه  -10

tx x x

f (x) f ( ) f (x) a af ( ) lim lim lim tan ( ) lim tan (t)
x x x

1 11
  

 


  

    
    

  

a a a a         


2 42 2 2 

fچون   )3( ي گزينه  -11 ( )  داريم ،: 

x x x

f (x) ( x )( x )xf ( ) lim lim lim
x x x ( x )  

  

       
 

2 22

2 2 2

1 1 1 11 1
1 1  

 

x x

xlim lim
x ( x ) x  

   
   

2

2 2 2
1 1 1 2

21 1 1 1 
 

f: مانند تست قبل داريم     )4( ي گزينه  -12 ( )  2
2   و f ( )   2

2)      دقت كنيد كه برايx    جاي    ، بايد بهx       در مخرج كـسر مـشتق 

x: قرار دهيد  :شود نيز رد مي) 3(ي  پذير زير گزينه هاي برگشت دليل نامساوي حال به. اند نادرست) 2(و ) 1(هاي  پس گزينه). 2
x

x x x x x x x x x x


                 2 2 2 2 2 2 4 2 42 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 12 2 2 4 4


 

xهاي بالا اين است كه براي         معني نامساوي            ي    با معادله (، نمودار تابع بالاتر از نيم مماس راستy x 2
همـين ترتيـب       به .گيرد  قرار مي ) 2

xبراي    شود  مي ثابتf (x) x  2
2. 

yبا توجه به نمودار       )2( ي گزينه  -13 tan x1    بـراي ،x    داريـم  :tan x1      و بـراي x   :tan x1   .  پـسx و tan x1 

f:  اند و در نتيجه  علامت هم (x) x tan x1بنابراين ،: 
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim lim tan xx x
1

  

    
  

  

xدر همسايگي كوچك    ) 2(  ي گزينه  -14  [x]:   داريم2  g(x) و  1 sin xبنابراين ،: g (x) cos x g ( )   2  

x: ي مورد نظر داريم     در نقطه   )3( ي گزينه  -15 Z2
    بنابراين تابع ،xy [ ]1 پـس فقـط    .  در اين نقطه پيوسته و داراي مشتقي برابر صفر است          2

yبايد مشتق  x2ي   را در نقطهx k 2 1است1ابيم كه به وضوح برابر  بي . 
sin  )1( ي گزينه  -16 x   در x  x در   fدليل عامل صفر كننـده در پيوسـتگي، تـابع             شود، پس به     صفر مي  2  حـال بـراي    .  پيوسـته اسـت    2

x 2 f:  داريم3 (x) sin x 2و بنابراين : f (x) cos x f ( ) cos         2 2 2 2 2 
xعلامت عبارت   )4( ي گزينه  -17 3 x مانند علامت عبارت 8   :بنابراين.  است2

x : x x , x f (x) (x ) f (x) x f ( )
                  3 3 22 2 2 8 3 8 9 2 36 

x : x x , x f (x) ( x ) f (x) x f ( )
                3 3 22 2 2 8 2 8 6 2 24 

xچپ در همسايگي   )1( ي گزينه  -18  1كنيم تر مي ي تابع را ساده  ضابطه: 
x x ( )

x ( ) x x f (x) x x x
x | x | x




                     
     

2 2
2 2 2 2

2 2 2

1 1
1 1 1 2 1 1

1 1 1
 

پــس 
x ( )

lim f (x)
 

    
1

1 1 f و 2 ( ) ( )      1 1 1 1 ــابع ــي ت xي   در نقطــهf، يعن  1  ــابراين ــته و بن  از چــپ ناپيوس

 .ناپذير است مشتق
xي تابع را در همسايگي  ضابطه  )2( ي گزينه  -19 aدقت كنيد كه : (نويسيم  ميf (a)   و تابع در x aپيوسته است ( 

x a

(x a)( a )a x a (a ) x a f (x) (x a)( a ) f (a) lim ax a


                     


11 1 1 1 

x a

(x a)( a)a x a a x (a ) f (x) (x a)( a) f (a) lim ax a


                  


1 1 

fپس  (a) f (a) a a a         1 2 1. 

B

B

D

B

B

B

B

B

B

B
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f: داريم  )4( ي گزينه  -20 ( ) 2   دانيم براي      و ميx 1 x كه   3  [x]:  داريم 2 [ x]   1 .      بنـابراين در همـسايگيx  :  داريـم  2
f (x) (x x)  2 x در f، يعني 2  f:  پيوسته است و در نتيجه2 (x) x f ( )      2 2 2 2. 

sinكه  با توجه به آن     )4( ي گزينه  -21 x cos x sin(x )  2 x، وقتي 4 ( ) 3
x:، داريم 4   4 بنابراين ،sin(x )  4 ، 

fيعني تـابع     (x)       در همـسايگي راسـت x  3
] مقـدار    4 ]  1      را دارد، ولـي f ( ) 3

4  .        پـس در ايـن نقطـهf       از راسـت ناپيوسـته و 

 .ناپذير است مشتق
yق نمودار توابع    مطاب  )3( ي گزينه  -22 sin x   و y cos x           كه در شـكل مقابـل رسـم شـده 

xاست، در همسايگي كوچك راست   sin:  داريم4 x cos x .بنابراين : 
f (x) a(sin x cos x) f (x) a(cos x sin x)

f ( ) a a a

    

      22 2 14 2
 

fمشتق تابع   )2( ي گزينه  -23 (x) sin x x را در 2   :دست آوريم توانيم به  با يكي از دو حد زير مي2

h h h

f ( h) f ( ) sin( h) sin sin( h)) lim lim limh h h  

         2 22 21
  

 

x x x

f (x) f ( ) sin x sin sin x) lim lim lim
x x x    

   
    2 2 2

2 222

2 2 2

 

 :دهيم ، ربط مياست مشتق تابع بيانگرحد مورد نظر را به حدي كه   )2( ي گزينه  -24

x x x x

f (x) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim( x ) lim f ( )xx x x1 1 1 1

1 1 11 1 2 111 1 1   

        
  

 

x در   fچون    )4( ي گزينه  -25  : باشد، بنابراين   پذير است، پيوسته نيز مي       مشتق 2
x
lim f (x) f ( )


 
2

2          در نتيجه حاصل حد خواسـته شـده ،

8نيز 
 شود  مي. 

f: گيريم از فرض سؤال نتيجه مي  )2( ي گزينه  -26 (x )  2حال با توجه به نكات بخش آموزش داريم ،: 

h

f (x h) f (x h)lim ( ( ))f (x ) f (x ) ( )h
2 2 2 2 2 4



                 جواب =  
 

  

fگيريم  از فرض سؤال نتيجه مي  )2( ي گزينه  -27 (x )  2. با تغيير متغيرt h آيد  حد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f (x ) f (x t) f (x t) f (x )lim lim f (x )t t 2
  

 

      


   


 
 

hاگر قرار دهيم      )3( ي گزينه  -28
n

 nوقتي  ،  1  داريم ، :h          صـورت      و حد مـورد نظـر بـه
h

f (x h) f (x h)lim
h

   


ر  د 

: ر نيـز برابـر اسـت بـا        مقـدار حـد آخ ـ    .  اسـت  ياي، حـد اوليـه نيـز وجـود دارد و حاصـل آن دو يك ـ                 ، بنابر حد دنبالـه    چون اين حد وجود دارد    . آيد  مي
( ( ))f (x ) f (x )   1 1 2 . 

 :طبق نكات بخش آموزش داريم  )1( ي گزينه  -29

h

f (x h) f (x h) xlim ( ( ))f (x) f (x) f (x) x f (x)h
2 4 1 2 4 2 2 23 3 2

             


 

 :توانيم بنويسيم حال براي كسر دوم مي

h h

f ( h) f ( h) f ( h) f ( h)lim lim ( ( ))f ( ) f ( )
h( h ) h

ــالا  ــه بـ  جواب     جواب     نتيجـ
 

               


2 2 2 21 1 21 1 2 2 13 2 2 2 2 
 

tاگر قرار دهيم   )3( ي گزينه  -30 x گاه  ، آنt   كه  اين و با توجه بهf ( ) 2  : داريم1

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) cos( )t t    جواب 
 

             


2 2 2 2 2 24 4 
 

B

C

C

B

A

B

B

B

B

C

B

y sin x

y cos x


4

1

y

x
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g(x)اگر قرار دهيم   )1( ي گزينه  -31 f (x) ، مقدار 3
h

g( h) g( )lim g ( )
h

  
4 4 4


 :داريم. خواهيم  را مي

g(x) x g (x) x g ( )      
3 1
2 23 34 4 32 2 

fمقدار حد همان      )4( ي گزينه  -32 ( ) xي     در نقطه  fشود، ولي تابع       مي 1  ( از چپ ناپيوسـته و از راسـت پيوسـته اسـت              1
x
lim f (x)




1
 ،

x
f ( ) lim f (x)


 

1
1  .پس مشتق چپ ندارد). 2

 :دست خواهيد آورد  به، حاصل حد را ددر كسر مورد نظر مقادير مربوط را قرار دهي اگر :تذكّر
h h f ( h) f ( ) ( h) h h             2 21 1 1 1 1 1 2 2 2 

h h

f ( h) f ( )lim lim (h )
h h

1 1 22
  

 
     

 
 

tگذاري  با جاي  )2( ي گزينه  -33 h آيد صورت زير درمي ، حد مورد نظر به: 

f ( )

t t

f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 12 1 2 2 2

 




 

       
 

 

x در   fتابع     پيوسته است    2
x x

( lim f (x) lim f (x) )
  

 
2 2

x در   fهاي چپ و راست       ي مشتق   ، بنابراين براي محاسبه   1  توانيم از     مي 2

x : هاي آن مشتق بگيريم  ضابطه : f (x) f ( )
x
1 1 12 2 2 22 1       


 = جــواب نهــايي

xر تابع د  )1( ي گزينه  -34  1حال داريم.  پيوسته است: 

xh h

f ( ) f ( h) f ( h) f ( )lim lim f ( ) ( )
h h x

 جواب    
    

                 12
1 1 1 1 51 3 8

 
 

hگذاري   حد مورد نظر را با جاي       )1( ي گزينه  -35 x  صورت    توانيم به    مي
h

f ( h) f ( h)lim
h

   2


         بنويسيم كه با توجه به نكات بخش 

) : آموزش، حاصل آن برابر است با  )f ( ) f ( )       


1 11 2 42 4
 


 

fكردن  با اضافه و كم  )1( ي گزينه  -36 (  :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  را بهمورد نظر حد توانيم  ميدر صورت كسر،  2(

h h

f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim
h h

2 3 2 2 2 2
  

   
 

 
  جواب    

t h
k h

t k

f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim f ( ) f ( )
t k

3
2

2 2 2 2 3 2 2 21 1
3 2

 


 

 

        
 

 

x در fكه  حال با توجه به آن   :ها استفاده كنيم توانيم از مشتق ضابطه هاي چپ و راست مي ي مشتق  پيوسته است، براي محاسبه2
x x

f (x) f ( ) , f ( )
x

6 1 2
2 2 2 11 3 2 2 11 28

2 2  
             

  جــواب نهــايي

tبا قرار دادن   )3( ي گزينه  -37 | h |  ،آيد حد مورد نظر به صورت زير درمي: 

t t

f ( ) f ( t) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t
2 2 2 2 2

  
 

          
 

 

xي  در همسايگي نقطه  2داريم  :f (x) x بنابراين ، :f (x)  1و در نتيجه  :f ( )   2 1. 
fكردنو كم با اضافه   )3( ي گزينه  -38 ( ) ،دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  هرا بمورد نظر حد توانيم  مي در صورت كسر: 

t h
k h

h h t k

f ( h) f ( ) f ( h) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
h h t k

 جواب    
   




   

      
   



2
3

2 3
1 1
2 3

   

      

f ( ) f ( )2 3     
x در fتابع   براي  پيوسته است، و x  داريم : 

x x x

f (x) f ( ) f (x)f (x) x x f ( ) lim lim lim x
x x

4 4 2
  

  

       
  

  

f: يب داريمهمين ترت به ( ) 2  ،بنابراين حاصل عبارت خواسته شده برابر است با  :( )    2 2 3 2 2 

B

B

B

B

A

C

B

C
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fضافه و كم كردنبا ا  )1( ي گزينه  -39 (  :دو حد بيانگر مشتق تفكيك كنيممجموع صورت  را بهمورد نظر حد توانيم  مي در صورت كسر، 1(

t h
k hh h t k

f ( h ) f ( ) f ( h ) f ( ) f ( t) f ( ) f ( k) f ( )lim lim lim lim
kh h t

 جواب    
 


   

       
   



2

2

2 2
2

2 2
1 2 1 1 1 1 1 1 1

1
2

   
 

f ( ) f ( )    2 1 1 
x در fكه  با توجه به آن   :ها مشتق بگيريم توانيم از ضابطه هاي بالا مي ي مشتق  پيوسته است، براي محاسبه1

x x
f (x) f ( ) , f ( ) ( )

x x2

2 3 1
1 1 1 3 2 3 1 5

3 1  
               


  جــواب نهــايي

fدنبا اضافه و كم كر :راه اول  )2( ي گزينه  -40 ( )2  :داريم در صورت كسر 2

x x x x x

xf ( ) f (x) xf ( ) f ( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )xlim lim lim f ( ) lim lim f ( ) f ( )
x x x x x    

         
    2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 222 2 2 2 22 2 2 2 2 

 با توجه به ابهام :راه دوم
كنيم ي هوپيتال استفاده مي  از قاعده: 

x

f ( ) f (x)lim f ( ) f (  جواب    (


   
2

2 2 2 2 21 

fبراي استفاده از اين راه بايد فرض كنيد تابع   در x   . پيوسته است2
fاگر قرار دهيم   )1( ي گزينه  -41 (x) x x 2 fگاه  ، آن2 ( ) 1 f و 3 (x) x  2  :چنين داريم ، هم2

h

f ( h) f ( )lim f ( )
h

 جواب    


       
1 1 1 2 1 2 4


 

fاگر قرار دهيم   )2( ي گزينه  -42 (x) x x c  3 كه c ،يك عدد حقيقي دلخواه است f ( )  .توان با حد مورد نظر بيان كرد  را مي1

g(x)اگر قرار دهيم    )  3( ي گزينه  -43 x kx 22     صـورت   ، حد مورد نظر بـه
h

g( h) g( )lim h

 2 2


gبنـابراين  . آيـد   در مـي  ( ) 2  و 12

gچون  (x) x k  4گيريم ، نتيجه مي: 
k k   8 12 4 

ــابع  )1( ي گزينه  -44 ــهfتـ xي  در نقطـ  ــي 1 ــت و مـ ــته اسـ ــيم  پيوسـ fدانـ ( ) 1 ــرا2  ، زيـ
x x

f (x)
x x

  


2

2 1

3 1
ــابرا.   :ينبنـ

h

f ( h) f ( )lim
h

 


1 1 2


f: پس اگر قرار دهيم.  ( h) f ( )g(h)
h

 


1 : گاه ، آن1
h
lim g(h)


 2


 

}ي  حال دنباله }
n2
nوقتي .  را در نظر بگيريد1 داريم ، :na

n
 2

1 بنابراين ،: 

nn nh
lim g(a ) lim g(h) lim n (f ( ) f ( ))

n 
    2

2
11 1 2


 

xبراي  )4( ي گزينه  -45  f)اي است  تابع يك چند جمله2 (x) ax bx) 2بنابراين در ،x   .پذير است  همواره از راست پيوسته و مشتق2
x در fاز پيوستگي   )3( ي گزينه  -46  a: گيريم  نتيجه مي1 b   :، حال با فرض پيوستگي داريم2

x fax x a b
f (x) f ( ) b , f ( ) a a , b

a bbx x
 در

 پيوســــــته


 
                 

1
2

2 1 2 3 2
1 3 2 1 2 4 2

23 2 1
 

x در fاز پيوستگي   )3( ي گزينه  -47  a: گيريم  نتيجه مي2 b  4 2  .همسايگي حال با فرض پيوستگي در x   : داريم2

x f a bax x
f (x) a a b

x
 در

ــذير  ــتق پـ  مشـ
               

2 4 22 1 2 2 14 1 1 21 2
  

x در fاز پيوستگي   )4( ي گزينه  -48  a: گيريم  نتيجه مي1 a a     5 1  :، حال با فرض پيوستگي داريم2

aي  در تناقض با نتيجه  2  f ( ) f ( )a x
f (x) a

x x
       

1 11
2

2 1
 

C

C

A

B

C

A

A

A

B

B



310 

xي  تابع در نقطه  )3( ي گزينه  -49   است، زيرا) ناپذير و بنابراين مشتق( ناپيوسته 1

x
lim f (x)


  

1
1 1  و 2

x
lim f (x)


  

1
2 2 4 . 

fي  چنين ضابطه هم (x)توان نوشت  ميرو صورت روبه  را به. 
xدر نقاط      و x  ي  ي ناپيوسـتگي و سـه نقطـه    پس روي هم يـك نقطـه  . ناپذير است  نيز تابع مشتق2
 .ناپذيري داريم مشتق

x در fتابع   )4( ي گزينه  -50  3ي  هباز نيست، پس در پذير  از راست مشتق[ , ) 3زيرا. پذير نيست  مشتق: 

x ( ) x ( ) x ( )

f (x) xf ( ) f ( ) lim lim lim
x x x  

     

        
  3 3 3

3 13 3 3 3 3
 

ــابع   )1( ي گزينه  -51 x در fت   پيوســتگي راســت دارد 
x x

(f ( ) lim f (x) , lim f (x) )
  

  2
 

  . ــابع yت cos x 1ــز در  R ني

x در fبنابراين . پذير است مشتق  پذير است  از راست مشتق. 
xي  تابع در نقطه    )3( ي گزينه  -52    ضـابطه اسـتفاده    هـاي دو      توانيم از مشتق    پس براي مشتق چپ و راست آن در اين نقطه، مي          .  پيوسته است

yتابع. كنيم x | x |1در Rپذير است، ولي تابع  مشتقy x2در x  ناپذير است، پس تابع  مشتقfدر x  دارد فقط مشتق چپ . 
:  داريم fبراي تابع     )4( ي گزينه  -53

x
lim f (x) f ( ــفر(  كــران دار صـ


   
1

1    پس تابع ،f   در x  و به همـين ترتيـب      ( پيوسته است    1

x نيز در gگيريم  نتيجه مي  x در f).  پيوسته است1   :ناپذير است، زيرا  مشتق1

وجود ندارد
x x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim limsin
x x x  

    
  1 1 1

1 11 1 1 1 

gگيريم  با استدلالي مشابه نتيجه مي ( ) 1  پس ،g در x   .پذير است  مشتق1
xدر همسايگي   )4( ي گزينه  -54   :كنيم ي تابع را بازنويسي مي  ضابطه1

| x | x x x x
f (x) f (x) f (x)

x x x
                      

1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 1 1     

 

f در x 1 پيوسته و مشتق ناپذير  
x در )4(و ) 3(، )2(هاي  گزينه  )1( ي گزينه  -55  داريم) 4 (ي پذيرند، مثلاً براي تابع گزينه ق مشت: 

x x

f (x)f ( ) f ( ) lim lim x | x |
x 

     
 

    

 .ناپذير است ناپذير تشكيل شده، بنابراين خود مشتق پذير و يك تابع مشتق از جمع يك تابع مشتق) 1(ي  ولي تابع گزينه
fچون  )  3( ي گزينه  -56 (x) (x a) | x |   x، اگر   1  xي     ريشه 1 a     نباشد، تابع در x  aپس بايد   . ناپذير است    مشتق 1 1  ،

a بنابراين  1. 

fچون  )3( ي گزينه  -57 (x) (x ) | x |   2
1 2 xي     در نقطه  f1، تابع   2  چنين طبق نكـات بخـش آمـوزش،          هم. ناپذير است    مشتق 2

xنيز در ) 4(ي  تابع گزينه   :پذير است، زيرا مشتق) 3(ي  تابع گزينه. ناپذير است  مشتق2

x x x

f (x) f ( ) | x | (x )f ( ) lim lim lim | x |
x x  

       
 

3 3
3 2 2 2

2 2 22 22 2  

fتوانيد نشان دهيد  ب ميهمين ترتي به ( )2  . وجود ندارد2
xاگر عبارت     )2( ي گزينه  -58 x m 2 داشته باشد، تابع    ) غير مضاعف (ي ساده      ريشهf    تـابع  كه   براي آن  پس. ناپذير است    در آن نقطه مشتق  
f در Rبايد عبارت پذير باشد،  مشتق x x m 2ي مضاعف داشته باشد، يعني  يا ريشه نداشته باشد، يا ريشه: 

m m       11 4 4  

mاگر   )1( ي گزينه  -59  x، تابع در 2  mا با فرض پذير است، زير  مشتق2  m) : داريم2 N) 
m

m
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x]f ( ) lim lim lim(x ) [x]
x x



  

     
 

1
2 2 2

2 22 22 2 

mكه چون   1 m(x، عامل 1 )  x در 12   .شود حد نيز برابر صفر ميشود و طبق عامل صفر كننده در پيوستگي، مقدار   برابر صفر مي2

B

A

B

B

B

B

B

B

B

B

x
x

f (x)
x

x x


      
 

1 1
2 1 2
2 2

 


B
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nچون    ) 4(  ي گزينه  -60 Nداريم ، :f ( ) 1 بنابراين ، : 
n

n
x x x

f (x) f ( ) (x ) [x ]f ( ) lim lim lim(x ) [x ]
x x



  

       
 

1
1 1 1

1 1 11 1 11 1 

nاگر    ، به حد    1
x
lim[x ]



1

nاگر  . رسيم كه وجود ندارد      مي 1  n(x، عامل   2 )  xازاي     به 11  ي عامـل     شود و طبق نكته      برابر صفر مي   1

 .شود گاه مقدار مشتق غير صفر نمي پس هيچ. شود صفر كننده در پيوستگي مقدار حد برابر صفر مي
xبايد   )1( ي گزينه  -61  xي مضاعف   ريشه1 ax b 2باشد، يعني : 

x ax b (x ) x ax b x x a , b             2 2 2 21 2 1 2 1 
x در   fي فوق به اين دقت كنيد كه اولاً براي پيوسته بودن               براي اثبات نتيجه   :تذكّر  x بايد عبارت    1 ax b 2        در نقش عامل صـفر كننـده 
x شود، پس ظاهر  x: ي آن است و داريم  ريشه1 ax b (x )g(x)   2  :توانيم بنويسيم حال با اين فرض مي. 1

x x x

f (x) f ( ) (x )g(x)[ x ]f ( ) lim lim lim g(x)[ x ]
x x  

      
 1 1 1

1 1 2 11 2 11 1 

xبراي وجود داشتن حد بالا باز هم بايد   xيعني  باشد، g(x)ي   ريشه1   .ي مضاعف عبارت اوليه است  ريشه1
x در   fكه    براي آن   )4( ي گزينه  -62  g(x) پيوسته باشـد، بايـد       2 x ax b  3                  در نقـش عامـل صـفر كننـده ظـاهر شـود، يعنـي بايـد 

g( ) 2  ، پسg(x) (x )h(x)  x در fپذيري  حال براي مشتق. 2   : بايد حد زير موجود باشد2

x x x

f (x) f ( ) (x )h(x)[x]f ( ) lim lim lim h(x)[x]
x x  

     
 2 2 2

2 22 2 2
 

)h  در نقش عامل صفر كننده ظاهر شود، يعني        h(x)براي موجود بودن حد بالا بايد        ) 2  .   پس بايدg(x)   بر (x ) پذير باشد، كـه       بخش 22

)g  براي اين شرط بايد داشته باشيم  ) g ( ) 2 2  .داريم: g( ) a b
a , b a b

g ( ) a
     

            

2 8 2
12 16 4

2 3 4
 
 

 

g(x)اگر قرار دهيم      )3( ي گزينه  -63 sin x )g: ي مثلثـاتي داريـم    ، با توجه به دايره    3 )    و بـراي x   داريـم  :g(x)   و 
xبراي   داريم  :g(x)   بنابراين تابع ،f (x) [g(x)]ي  در نقطه x  پذير است  از چپ پيوسته و مشتق. 

yنمودار )  3( ي گزينه  -64 x[sin x] ي بازه را در ( , )  :كنيم  رسم مي2

 
xبا توجه به نمودار در اين بازه تابع پيوسته است، ولي در   پذير نيست  مشتق. 

 )4( ي گزينه  -65

f ،با توجه به نمودار. كنيم نمودار تابع را رسم مي (x)ي   در نقطهx  پذير است  پيوسته و مشتق. 
 
 
 

xي    گيريم نقطه   با توجه به فرض نتيجه مي       )4( ي گزينه  -66   تابع است و نمودار تابع در همسايگي آن به صورت           ي بازگشت      نقطه
 

 . چنين نموداري دارد4ي  ها، گزينه در بين گزينه. شود مي

fصـورت   توانيم به   ي تابع را مي     ي عبارت زير راديكال ضابطه      با تجزيه   )3( ي گزينه  -67 (x) (x ) (x )  23 1  ي  حـال در نقطـه    .  بنويـسيم  2

A( , )1 داريم  : 
x x x

(x ) xf (x) f ( ) xf ( ) lim lim limx x x   
  

         
  

2 33 3 3

31 1 1

1 21 2 31 1 1 1 
 

f: آوريم  دست مي   همين ترتيب به    به ( )  1       بنابراين با توجه به پيوستگي ،f   در x  همـين   بـه . اسـت ي بازگـشت تـابع        نقطه Aي    ، نقطه 1
f: گيريم ترتيب نتيجه مي ( ) f ( )      2 )Bي   و نقطه2 , )2 شود ي عطف قائم تابع مي ، نقطه . 

بـا ايـن    . تي مورد نظر اس     توان حل كرد كه بر اساس تحليل رفتار نمودار تابع در همسايگي نقطه              تري نيز مي    ها را با روش ساده      گونه تست    اين :تذكّر
 .آشنا خواهيد شد» كاربرد مشتق«روش در فصل 

 
x

y


2

 2

1

1 y sin x

x

y


2



1

1 y [sin x]

x

y


2



y x[sin x]


y | x |y

x
212 1

1

C

C

D

B

B

B

C

B
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fصورت  توانيم به ي تابع را مي ضابطه  )3( ي گزينه  -68 (x) (x ) (x )  2 23 2 x در بنابراين تابع . بنويسيم2  2ناپذير است  مشتق. 
xاولاً در     )1( ي گزينه  -69      ي دوم در تمـام نقـاط          ضـابطه . ناپذير اسـت    ن مشتق  تابع ناپيوسته و بنابرايR { } )        و در نتيجـه بـرايx   (

x)ناپذيري  ي مشتق بنابراين فقط يك نقطه. پذير است اش مشتق يك تابع گويا است كه در دامنه زيني اول  ضابطه. پذير است مشتق ) داريم . 
xي    ي دوم در نقطه     ضابطه  )2( ي گزينه  -70   ي تعريف ضابطه      ناپذير است كه در محدوده       مشتق(| x | ) پـس فقـط بايـد نقـاط        .  قرار ندارد  1

xمرزي   1پذير نيست، زيرا شتقدر هر دوي اين نقاط تابع پيوسته است، ولي م.  را بررسي كنيم: 
x | x | x | x |

f (x) x x f (x) x f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )
x x x

   

    
                    
       

21 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1
 

xي    ي اول در دو نقطه      ضابطه)  2( ي گزينه  -71  1 ي    ناپذير است كه هر دو در محدوده         مشتق| x | چنين تابع در نقاط مرزي       هم.  قرار دارند  2
x  2مثلاً براي . ناپذير است ين مشتق ناپيوسته و بنابراx  2داريم : 

x ( ) x ( )
lim f (x) | | , lim f (x)

    
       

2 2
4 1 3 8 1 9 

xي هطــي اول در نق ضــابطه  )2( ي گزينه  -72  1ي ناپــذير اســت كــه در محــدوده  مــشتقx  xي نقطــهي دوم در  ضــابطه.  قــرار دارد1  1 
  اسـت   نيـز   ناپيوسـته  ، تابع در اين نقطه  . ناپذير است   مشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  

1 1
2      انـد     تـابع عبـارت    ناپـذيري   مـشتق ، پـس نقـاط

xاز  1. 
xي  اولاً در نقطه  )  2( ي گزينه  -73       ناپذير است    تابع ناپيوسته و بنابراين مشتق

x x
( lim f (x) , lim f (x) )

  
  1 4

 
براي (ي اول     ضابطه. 

x  ( در ،x  xعلت حضور    به 1  xعلـت حـضور     ي دوم بـه     چنين در ضـابطه     هم.  قرار دارد   ي ضابطه   ناپذير است كه در محدوده       مشتق 1  1 ،
x  1ي پس روي هم تابع در سه نقطه. ناپذير است ي عبارت است كه ضابطه در آن مشتق ي ساده  ريشهx  و x  1پذير نيست  مشتق. 

xچون    )2( ي گزينه  -74 x x x(x )   3 2 22 x، پس   1  1 ضاعف عبارت داخـل قـدر مطلـق اسـت و عبـارت دوم تنهـا در       ي م  ريشه
xي    نقطه   ي    ولي عبارت اول در نقطه    . ناپذير است    مشتقx   پذير است      مشتق)x   ي مكرر      ريشهx3 ارت  دو عب ـ  پس مجمـوع  ).  است

xدر   دار ديگري نداريم ي زاويه ، و نقطه دار است ناپذير و زاويه  مشتق. 
g(x)تابع    )1( ي گزينه  -75 x x  3 gي سوم است كه چون  اي درجه  چند جمله1 (x) x   23 1  همواره اكيداً صعودي است و تنها ،

yنكات بخش آموزش طبق . ي ساده دارد يك ريشه | g(x) |ناپذير است  در اين ريشه مشتق. 
g(x)بايد    )4( ي گزينه  -76 x x ax  3  را مـشخص  fدار  ، نقـاط زاويـه  gي  هاي ساده ي ساده داشته باشد، زيرا ريشه   فقط يك ريشه   22
g(x)چون  . كنند  مي x(x x a)  2 x، پس   2   ي     ريشهg     است و چون a    ،x   ي    ي ساده    ريشهg   ي   زيرا ديگـر ريـشه    ( است

x x a 2 xپس بايد عبارت ). ست ني2 x a 2 : ي ساده نداشته باشد، يعني  ديگر ريشه2  بنابراين ، :a a   4 4 1. 
x بايد در نقاط     fتابع    )4( ي گزينه  -77  1) حداقل توان 3ي  پذير باشد، پس بايد زير راديكال با فرجه مشتق) الهاي عبارت زير راديك   ريشه ، 

x)عوامل ) x) و 1 ) x) باشد، يعني بايد عبارت زيـر راديكـال بـر            3 برابر   1 ) (x ) 3 31  چهـار  ي  پـس عبـارت درجـه   ،پـذير باشـد      بخـش  1
x ax bx c  4 x) همان 2 ) (x ) 2 21 x) يا معادلاً 1 ) (x x )   2 2 4 21 2  : ولي دقت كنيد كه در اين صورت داريم.باشد  مي1

f (x) (x ) | x | (x ) (x ) (| x |) (x ) | x | x  مشــــتق ناپــــذير در            3 2 3 33 31 1 1 1 1 1 1 1 
|كه  از اين. كنيم نمودار تابع را رسم مي     )3( ي گزينه  -78 x | x2  نقطـه بـه   3تـابع در   ،بـا توجـه بـه نمـودار    . ايـم   نمودار كمك گرفتـه  در رسم2
xهاي  طول   و x  2ناپذير است  مشتق. 

 

 
 

بنابراين بايد تعداد نقاطي را بيابيم . پذير است   مشتق fت و در نقاط ديگر      پذير نيز نيس     ناپيوسته است، مشتق   fدر تمام نقاطي كه       )2( ي گزينه  -79
xكه   Z5 : x Zx x x { , ,..., }  نقطـــه

 
       5

8 4 5 9
4 5 4 5 5 1 2 8 8  

x

y y x x 2 2

1 2

1
 

x

y y x | x | 2 2

2 1 1 2

1
x

y

2 1 1 2

1

y | x | x || 2 2

B

B

B

B

B

C

D

C

B

A

B

A 
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y تـــابع :راه اول  )4( ي گزينه  -80 | sin x |  xي   در صـــورتي در نقطـــه1 x ناپـــذير اســـت كـــه   مـــشتقxي  ي ســـاده  ريـــشه
g(x) sin x  g(xيعنـــي .  باشـــد1 )   ، ولـــيg (x )  .كـــه اگـــر   در حـــاليg(x )   ًيـــا معـــادلا sin x  1داريـــم ، :

g (x ) cos x    ،پذير است ي نقاط مشتق  بنابراين تابع اصلي در همه. 
 :توانيد به همين نتيجه برسيد  با رسم نمودار تابع نيز مي:راه دوم

 

 
 

yدر تابع    sin x  yدر تابع . نقطه مماس استشمار   ها در بي   x، نمودار بر محور     1 | sin x |  هـا قرينـه   x، نمودار عيناً نسبت به محور 1
 .ناپذير نيست دار يا مشتق اي زاويه شود كه باز هم در هيچ نقطه مي

xي    اولاً در نقطه    )3( ي گزينه  -81  tanدر واقع به دليل حـضور       ( تعريف نشده است     f، تابع   2 x   و cot x   ي آن، در تمـام نقـاط          در ضـابطه

kx  k كه   2 Z   تابع ،f  حـال اگـر قـرار دهـيم          .اريم، پس به اين نقطه كـاري نـد        ) نامعين است g(x) tan x cot x       در نقـاطي كـه ،

g(x)   ولي ،g (x)   تابع ،f (x) | g(x) |داريم. ناپذير است  مشتق: 
x ( , )g(x) tan x cot x tan x tan x tan x x , xtan x
               2

1 2
1 31 1 4 4

 

g: در هر دوي اين نقاط داريم (x) tan x cot x     2 21 1  بنابراين در هر دو نقطه ،fناپذير است  مشتق. 
 :كنيم نمودار تابع را رسم مي  )4( ي گزينه  -82

 
 .وجود دارد) ناپذير و بنابراين مشتق(دار  ي زاويه از نمودار تابع مشخص است كه سه نقطه

fصورت   بهتوانيم ي تابع را مي   ضابطه  )1( ي گزينه  -83 (x) x | x |وضوح در   نشان دهيم كه بهx   چنـين تـابع در ايـن     هـم .  پيوسته اسـت

 :پذير است، زيرا  نقطه مشتق 
x x x

x | x | x | x |f ( ) lim lim | x | , f ( ) limx x   
  

      
   

      

yچون حد تابع    )  1( ي گزينه  -84 x xي     تنها در نقطه   2      شود، پس تـابع       مي) ي دوم   مقدار ضابطه ( برابر صفرf     ي     تنهـا در نقطـهx   

fكه  چنين با توجه به اين هم). هاي بخش پيوستگي مراجعه كنيد تر به تست  براي توضيح بيش  (پيوسته است    ( )   داريـم ، :
x

f (x)f ( ) lim x
 


 

yي  و چون مقدار اين حد براي هر دو ضابطه x 2
y و 1 2 شود، داريم  برابر صفر مي :f ( )  . 

fچون )  3( ي گزينه  -85 ( )  داريم : 

x x

f (x) xf ( ) lim limx x 
 

   


2

2
1 1

 
 

xد كه چون دقت كني   به جاي ،xتوانيم   ميx  :حال داريم.  قرار دهيم2

x x x

( x )( x ) xf ( ) lim lim lim
x ( x ) x ( x ) x  

  

             
     

2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 21 1 1

21 1 1 1 1 1  
 

xناپذيري تابع  ي مشتق با توجه به ضابطه، نقطه )  3( ي گزينه  -86  داريم.  است: 

x f
x f ( )x x xf (x) f (x) f ( ) f ( )

x x x f ( )
x

ــتهدر   پيوســــ
 



                        
 

1 1
1 2 1 2 1

1 11
22 1


 

 
  

 

y sin xy

x

y sin x  1
y

x


x

y y | x |

x

y

y | x | 1

1
1 1

x

y y f (x)

1

1 1 

C

D

B

B

C

B

B
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xيعني بايد نقاطي را بيابيم كه       . ناپذير است   اي كه تابع ناپيوسته باشد، مشتق       ها در هر نقطه     به دليل حضور جزء صحيح    )  4( ي گزينه  -87 Z   يـا 

x Z 1
x] و [x]تابعدر هر يك از اين نقاط يكي از دو         . 3 ] 1

در .  پيوسته و ديگري ناپيوسته است، بنابراين مجموع آن دو نيز ناپيوسته است3

)ي  بازه , )3اند از   اين نقاط عبارت{ , , , , }2 5 81 23 3 3. 

fداريم  )  3( ي گزينه  -88 (f (x)) | | x ||  1  .كنيم رسم مي، حال نمودار اين تابع را 1
 

 
 

yبا توجه به نمودار،  f (f (x))ي   در سه نقطهx   و x  1ناپذير است  مشتق. 
xبايد تابع در  )  4( ي گزينه  -89  a پيوسته باشد، بنابراين 1 b   :ن فرض داريمبا اي. 2

x f f ( ) a b ax x x xf (x) f (x)
f ( ) a b a b bax b xax bx x

 
 



                                  

1 3
2 12

2

1 1 2 1 32 1 1
1 2 2 52 11

¾Tw¼ÃQ nj 

fدانيم    مي  )3( ي گزينه  -90 (x) (x )  23 x در   1  x مقداري برابر صفر و براي       1  x مقداري مثبت دارد، پس در       1  نيمم نـسبي      مي 1
yدارد و تابع     [f (x)]      در ايـن نقطـه     ) 1(ي    به دليلـي مـشابه تـابع گزينـه        . درست است ) 3(ي    پس گزينه . پذير است    در اين نقطه پيوسته و مشتق

x : داريم) 2(ي   ين براي تابع گزينهچن هم. ناپذير است  ناپيوسته و مشتق x x

(x )[ x ]y lim lim[ x ]
x

3
3

1 1 1

1 1 11
 

    


 

xكه در     دليل اين   كه حد آخر به     fنيمم نسبي      با مي  1 (x) x 3 ) 4(ي    گزينه). اند  حدهاي چپ و راست متفاوت    ( سروكار نداريم، وجود ندارد      1
 .توانيد با استدلالي مشابه رد كنيد را نيز مي

fكه    آن  با توجه به    )3( ي گزينه  -91 ( ) 1 f، حاصل حد مورد نظر همان       1 ( ) x در   fچون تابع   .  است 1  fتوانيم     پيوسته است، مي   1 ( ) را با  1
f :دست آوريم  ي دوم تابع به مشتق گرفتن از ضابطه   ( )   1 4 1 4 

f: داريم  )4( ي گزينه  -92 ( ) 1 f و 3 ( ) 2 t، بنابراين اگر قرار دهيم 1 h tگاه  ، آن2  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( ) f ( )t t    جواب 
   

 

        1 1 2 2 1 2
 

 

x : x , x f (x) x (x ) f ( )

x : x , x f (x) x (x ) f ( )
 جواب    


 




                 
              

1 1 2 1 3 2 1 1 3 2
2

2 1 2 1 3 2 2 1 3 4

 

 
 

tاگر قرار دهيم   )2( ي گزينه  -93 x  2گاه  ، آنt  و داريم : 

t t

f ( t) f ( ) f ( t) f ( )lim lim f ( )t t    جواب 
  

 

        


1 1 1 12 2 1

2
 

 

xدر همسايگي كوچك چپ   x، علامت 1   : مثبت است، بنابراينx منفي و علامت 1
x xf (x) f (x) f ( )x x (x ) 

               
   2

1 1 2 3 3 32 1 21 1 4 21
 

fصورت    ي تابع را به     ضابطه )  4( ي گزينه  -94 (x) g(x)[x] تابعبراي پيوستگي   . نويسيم   ميf   در x  ي عامل صـفر كننـده        ، طبق نكته  2
)gبايد  ) 2  . بنابراينg(x) (x )h(x)   : و داريم2

x x

(x )h(x)[x]f ( ) lim lim h(x)[x]x 

   
2 2

22 2
 

)h حد بالا موجود باشد، بايد كه براي آن ) 2  بنابراين ،g(x) بر (x ) )gپذير است و در نتيجه   بخش22 ) g ( ) 2 2  .حال داريم: 
g( ) a b a

a b
g ( ) a b

        
           

2 8 12 2 24
4

2 12 12 28
 
 
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B

B
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